Kapitel 1

Mengensysteme,
Wahrscheinlichkeitsmafle

Der Grofiteil der folgenden fundamentalen Begriffe sind schon aus den Vorlesungen ’Stocha-
stische Modellbildung’ und Analysis 3 bekannt:

Definition 1.1 FEine Familie A von Teilmengen einer Menge Q ('Grundgesamtheit’) heisst
o-Algebra, falls die folgenden drei Bedingungen erfillt sind:

1. Qe A
2. Fiir jedes A € A ist auch A° € A.
3. Fiir Ay, Ag, As, ... € A gilt auch |J;>; A, € A.

Jedes A € A heisst messbar bzw. Ereignis. (£2,.4) heisst Messraum.

Lemma 1.2 Sei (2, A) ein Messraum und A, B, A1, As, As,... € A. Dann sind auch die
folgenden Mengen messbar:

1. A\ B.

2. AAB := (A\ B)U (B\ A) (symmetrische Differenz).

3N, Ap.

4. limsup,, o Ap :=or; Ure,, Ak (limes superior der Folge (Ap)nen)

5. liminf, o0 Ap = Up2 Nien Ak (limes inferior der Folge (Ap)nen)
Beweis: Ubungsaufgabe

Bemerkung 1.3 Angelehnt an den reellen Fall heisst eine Folge (A,,),en messbarer Mengen
konvergent genau dann, wenn liminf, ., A, = limsup,,_,., An.

Satz 1.4 Fiir jedes System & von Teilmengen von Q) existiert eine kleinste o-Algebra Ay (E)
mit £ C A, (E). Wir nennen A,(E) die von £ erzeugte o-Algebra.
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Beweis: Ubungsaufgabe. Es reicht zu zeigen, dass der beliebige Durchschnitt von o-Algebren
wieder eine o-Algebra ist.

Beispiel 1.5 Die Vereinigung von o-Algebren muss keine o-Algebra sein: Betrachten wir
Q = [0, 1] sowie A; = {0,[0,1],[0,3/4], (3/4,1]} und Ay = {0, [0, 1],[0,1/4],(1/4,1]} dann ist
A1 U Ay offensichtlich keine o-Algebra.

Definition 1.6 Sei (2, A) ein Messraum. P : A — [0,1] heisst Wahrscheinlichkeitsmafs
genau dann wenn P(Q) = 1 gilt und P o-additiv ist, i.e. fir jede Folge Ay, As,... von
messbaren, paarweise disjunkten Mengen gilt

P( G An) - i P(Ay). (1.1)

Das Tripel (2, A, P) heisst Wahrscheinlichkeitsraum.

Lemma 1.7 Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, dann gilt:
(a) P(0) =0.
(b) Fir A,B € A mit AC B gilt P(A) < P(B).

(¢) Fiir jede wachsende Folge Ay C Ay C A3 C - -+ messbarer Mengen gilt lim,,_, P(A;,) =
P(U,_, An) (Stetigkeit von unten).

(d) Fiir jede fallende Folge Ay 2O Ay D Az D --- messbarer Mengen gilt lim,_,~ P(A;) =
P(N,2, An) (Stetigkeit von oben).

Die Figenschaften (b)-(d) besagen, dass jedes Wahrscheinlichkeitsmafl monoton und stetig
von unten und oben ist.

Beweis: Aussage (a) folgt direkt aus Gleichung (1.1).

(b): Wegen B = AU(B\ A) und AN (B\ A) = 0 folgt aus (1.1) unmittelbar (einfach A,, := ()
fiir alle n > 3 setzen) P(B) = P(A) + P(B\ A), also P(B) — P(A) = P(B\ A) > 0.

Zum Beweis von (c) kann wie folgt vorgegangen werden: Wir setzen By := A; und, fiir jedes
n>2, B, :=A,NA¢_,. Dann ist B,, € A fiir jedes n € N, BN B; = () fiir i # j, und es gilt
U2, An = UrZ | By. Anwendung der o-Additivitét liefert daher

P(|J An) =) P(Ba) = lim y P(Bj) = lim P(Ay).
n=1 n=1 i=1
Beweis von (d): Ubungsaufgabe B

Bemerkung 1.8 A-priori ist unklar, warum man anstatt mit Wahrscheinlichkeitsmaflen
auf o-Algebren (oder schwécheren Strukturen) nicht gleich mit Wahrscheinlichkeitsmafien
auf Potenzmengen p(Q2) arbeitet. Die zwei Hauptgriinde dafiir sind die Folgenden:

Grund 1: Es ist unméglich, (Wahrscheinlichkeits-) Mafle mit natiirlichen Eigenschaften auf
ganz p(2) zu definieren. Angenommen, wir suchen eine Funktion V : p(R3?) — [0, 00], die
das "Volumen’ von Mengen beschreibt und daher mindestens folgende Bedingungen erfiillen
sollte:
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(V1) V(AU B) = V(A) + V(B) fiir alle A, B C R® mit AN B =0
(V2) V([0,1]*) =1
(V3) Fiir jede Bewegung f : R? — R3 und jedes A C R? gilt V(f(A)) = V(A).

Hausdorff zeigte 1905, dass es keine solche Funktion V gibt. Banach & Tarski bewiesen 1924
ein noch wesentlich stirkeres Resultat, das sog. 'Banach-Tarksi-Paradoxon’’ (interessantes
Thema fiir eine Bachelor Arbeit):

Satz 1.9 (Banach-Tarski Paradoxon, AC) Angenommen K,G C R3 sind beschrinkt
und haben nichtleeres Inneres. Dann existieren paarweise disjunkte Mengen Ky, ..., K, mit
K =}, K; und Bewegungen fi,..., fn sodass fi(K1),..., fn(Ky) paarweise disjunkt sind
und G = J;" fi(K;) gilt.

Mit anderen Worten: Aus einem Tennisball K kann durch geschickte Zerlequng und Bewe-
gung ein Fussball G gebastelt werden.

Grund 2: Wahrscheinlichkeitsmafie kénnen eindeutig von ’guten’ kleinen Klassen (Halbringe
etc.) auf die erzeugten o-Algebren fortgesetzt werden (vergleiche Satz 1.11 sowie [2, 4, 5]).
Als Beispiel betrachten wir = [0, 1] und die Klasse b, definiert durch

b= {(a,b] C[0,1]: a < b} (1.2)

Offensichtlich ist h keine o-Algebra, zum Beispiel ist weder (0,1/4] U (1/2,1] noch [0, 1] ein
Element von h. h hat aber die folgenden Eigenschaften: (i) () € b, (ii) A, B € b impliziert
ANB € b, (iii) Gelte A, B € h und A C B, dann existieren disjunkte Mengen F1, Fs € b mit
B\ A= E; U FEs. b ist ein sogenannter Halbring:

Definition 1.10 FEine Familie b von Teilmengen einer Menge Q) heisst Halbring, falls die
folgenden drei Bedingungen erfillt sind:

1. D en.

2. Fir A,B € b gilt auch AN B € b.

3. Fir A,B € h mit A C B gilt: Es existieren paarweise disjunkte Mengen Eq, ..., E, € b
sodass B\ A =J;", E;.

Es ist klar, wie Elementen von h gemifl (1.2) eine Linge zugewiesen werden kann: Wir
definieren einfach

A(a,b]) :=b—a (1.3)
Wie kann dieses A auf kompliziertere Mengen A € A,(h) erweitert werden? Naheliegende
Idee: Uberdecke A moglichst gut durch halboffene Intervalle, i.e. fir A C [0, 1] definiere

)\(A) = mf{i)\(lz) I, Is,...eh, AC GIZ} (14)
i=1 i=1

Dann lésst sich zeigen (siehe Vorlesung Analysis 3/Mafitheorie), dass damit ein Wahrschein-
lichkeitsmaf8 A auf A, (h) definiert ist. Im Folgenden werden wir A als Lebesgue’sches Maf
bezeichnen. Allgemeiner gilt folgender Satz:

tfiir mehr Hintergrundwissen sei auf die Vorlesung Analysis 3 /Mafitheorie verwiesen
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Satz 1.11 Sei (Q, A) ein Messraum und b ein Halbring mit der Figenschaft As(h) = A
Weiters sei pi - b — [0,1] o-additiv'. Dann existiert ein eindeutiges Wahrscheinlichkeitsmaf
P auf (Q,.A), fir das P(E) = u(E) fir alle E € b gilt.

Beweis: Ubersteigt leider den Rahmen dieser Vorlesung, sieche Vorlesung Analysis 3 /MaB-
theorie sowie [2, 4, 5, 7]. Fiir Interessierte sei hier nur angemerkt, dass der Beweis der Fort-
setzbarkeit auf der ganz elementaren, zuvor schon erwidhnten Idee beruht: Approximiere
(iiberdecke) die Menge A, von der die Fliche (das Volumen) berechnet werden soll, durch
einfache Objekte (Rechtecke), deren Fliche (Volumen) bekannt ist.

Beispiel 1.12 Die folgenden Eigenschaften des Lebesgue-Mafes sind leicht zu zeigen (Ubungs-
aufgabe) - h bezeichnet dabei wieder den Halbring der halboffenen Intervalle gemafl (1.2):

(S1) Fiir jedes [a,b] C (0,1] gilt [a,b] € Ay (h)
(S2) Fiir [a,b] C (0,1] gilt A([a,b]) =b—a
(S3) AM(Qn(0,1]) =0

Die im Folgenden fiir uns wichtigste o-Algebra ist die sogenannte Borel’sche o-Algebra:

Definition 1.13 Gegeben sei ein metrischer Raum (2, d). Dann heifit die von der Familie
O aller offenen Mengen erzeugte o-Algebra die o-Algebra der Borelmengen bzw. Borel’sche
o-Algebra. Wir bezeichnen sie im Folgenden mit B(£2).

Lemma 1.14 Wir betrachten die folgenden Mengensysteme in R:

& = {(a,b)gR:agb}, 5{:{(a,b)§R:a§bunda,beQ}
E = {( b}QR:aSb}, Sé:{(a,b]g]R:aSbunda,bEQ}

Es Eéz{[a,b]gR:agbunda,beQ}

&y (—00,b] CR: beR}, E={(-o0,b) CR: beQ} (1.5)
& = {(b,oo)CR:beR}, & ={(bo0)CR:beQ}

& {K CR: K kompakt}

E = {A C R: A abgeschlossen}

Il
A
?

S
N
7
Q
AN
>
—

Dann sind alle 12 Familien Erzeuger der Borel’sche o-Algebra B(R) in R.

Beweis: Wir zeigen nur, dass £ und & die Borel’sche o-Algebra B(R) erzeugen.

(i) Da jedes Element von & offen ist gilt & C O und damit A,(&;) C A,(O) = B(R )
Umgekehrt kann jede offene Menge U C R als hichstens abzéhlbare Vereinigung J;°, I; v
offenen Intervallen dargestellt werden. Wegen | J7°, I; € Ay (&1) folgt damit U € A, (&), also
A;(0) C Ay (&1), und damit insgesamt A, (1) = B(R).

(i) Wegen (a,b] = o2 (a,b+ 1/n) gilt & C B(R) und damit A,(E2) € B(R). Da weiters
(a,b) = U, (a,b—1/n] gilt, folgt & C A,(E2), also auch B(R) = As(£1) € Ay (E2). B

fi.e. fiir paarweise disjunkte Mengen A;, Ao, ... in h mit Us—, An € b gilt Gleichung (1.1)
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Bemerkung 1.15 Entsprechende Aussagen gelten auch im allgemeinen Fall von (R¢, B(R%)),
siehe [2, 4, 5]. So ist zum Beispiel die Klasse Z; aller halboffenen d-dimensionalen Rechtecke

d

Ty ::{X(ai,bi]ZV’iE{l,...,d}ZCLiSbi} (16)
i=1

ein Halbring, der B(R?) erzeugt, i.e. es gilt A,(Zy) = B(R?).

Folgerung 1.16 FEs emistiert genau ein Wahrscheinlichkeitsmaf A\g auf ([0,1]%, B([0,1]%)),

das
d d

M X (ab]) = [0~ a)

i=1 i=1

fiir alle a;,b; € [0,1] und a; < b; erfillt. Dieses Maf$ geht auf Henri Lebesgue zuriick und
tragt den Namen d-dimensionales Lebesgue Mafs.

Beweis: Die Familie Z; aller d-dimensionalen Rechtecke der Form szl (aj, b;] ist ein Halbring
und g ist o-additiv auf Z; (beides selbst verifizieren !). Damit ist Satz 1.11 anwendbar. Bl

Bemerkung 1.17 Die Definition von Ay kann auch unschwer auf ganz B(RY) erweitert
werden (siehe Analysis 3). Das entsprechenden MaB (fiir das A\g(R?) = oo gilt) werden wir
ebenfalls mit A; bezeichnen.



Kapitel 2

Zufallsvariable

In der Vorlesung ’Stochastische Modellbildung’ haben Sie zu einem groflien Teil diskrete
Zufallsvariable X, i.e. Abbildungen X : (Q,4,P) — R mit abzéhlbarem Wertebereich
Wx = {ai,as,...}, betrachtet, die Wahrscheinlichkeiten P(X = «;) berechnet und nach-
folgend verwendet. Dabei wurde immer implizit angenommen, dass P(X = ;) wohldefiniert
ist, i.e. dass {w € 2 : X(w) = o} ein Element der o-Algebra ist, auf der P definiert ist. Mit
anderen Worten: Grundannahme war

XM {o}) ={weQ: X(w)=a;} € A fiir jedes a; € Wy. (2.1)

Falls Bedingung (2.1) erfiillt ist, gilt fiir jede Menge E C Wx auch X }(E) := {w € Q :
X(w) € E} € A weil

XY E) = {weQ: X(w)eE}= U{wEQ:X(w):e}
eclb
= Jx'(e}) e
eclk cA
Sei X : (Q, A, P) — R nun eine beliebige Abbildung, die den Ausgang eines Zufallsexperi-
ments beschreibt, beispielsweise die Lebensdauer eines elektronischen Bauteiles. Um die Giite
des Bauteils bewerten zu kénnen, interessiert man sich insbesondere fiir die Wahrscheinlich-
keit dafiir, dass der Bauteil hochstens bis zum Zeitpunkt 7" funktioniert, i.e. fiir

P(X Y(=o00,T])) = P(X <T).

Mengen der Form
X (=00, T)) ={weN: X(w) <T}
miissen also X ~1((—o0,T]) € A erfiillen.
Frage 2.1 Fiir welche weiteren Menge E C R sollte P(X 1(E)) fiir das Beispiel der Le-

bensdauer X bekannt sein? Wen interessiert P(X ~!(E)) fiir eine sehr komplizierte Menge E,
zum Beispiel die Cantor Menge?

Das folgende Resultat zeigt, dass aus der Eigenschaft X ~1((—oco,T]) € A fiir jedes T € R
schon X }(E) € A fiir jede Borel-Menge E € B(R) folgt - allgemeiner gilt folgendes wichtiges
Resultat:

10
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Satz 2.2 Gegeben sei eine Abbildung f : (21, A1) — (Q2, A2) sowie ein Erzeuger E; von As.
Gilt f~Y(Ey) € Ay fiir jedes Ey € E dann folgt f~1(As) € Ay fiir jedes Ay € As.

Beweis: Wir beweisen das Resultat in drei Schritten:
(i) Leicht nachzupriifen (Ubungsaufgabe): Fiir jedes beliebige f : (Q1,.41) — (2, A2) sind
die Mengensysteme

f_l(.Az) = {f_l(B) : Be ./42}, f(.A1) = {B CQy: f_l(B) € Al} (2.2)

wieder o-Algebren.
(ii) Wir zeigen, dass fiir jedes Mengensystem Sa C p(£22) und jedes f : (21,41) — (Q2,.42)
die folgende Gleichheit gilt:

As(F7HS2)) = [ (As(S2)) (2.3)

Einerseits gilt offensichtlich f~(S2) € f~1(Ae(S2)), also Ax (f71(S2)) € As (f 1 (Ax(S2))) =
YAy (Sz)). Fiir den Beweis der anderen Inklusion betrachten wir das Mengensystem C :=
f(.Ag ( ffl(SQ))). Nach (i) ist C eine o-Algebra und fiir jedes B € Sy gilt offensichtlich
f7HB) € f7HS2) € As(f7(S2)), also B € C und damit A,(S;) C C. Anwendung von f~*
liefert schliesslich f~!(A5(S2)) € f~HC) C Ao (f~H(S2)).

(iii) Satz 2.2 kann nun wie folgt bewiesen werden: Aus f~!(E) € A; fiir jedes Ey € & folgt
unter Verwendung von (i) f~1(A2) = f71(As(&2)) = As(f71(&2)) C As (A1) = Ay, also die
gewiinschte Eigenschaft. B

Definition 2.3 Seien (21,.41) und (Q2, A2) Messrdume. Eine Abbildung f : Q1 — Qo heisst
A1 — Ay messbar genau dann wenn fiir jedes Ay € As das vollstindige Urbild

FHAY) = {weQ: f(w) € A} e A (2.4)

erfillt. Eine Abbildung X : (Q, A, P) — (R% B(R?)) heisst d-dimensionaler Zufallsvektor
falls sie A— B(R?) messbar ist; im Fall d = 1 nennen wir ein solches X Zufallsvariable. Eine
Zufallsvariable heisst diskret wenn sie hochstens abzdhlbar viele Werte annimmt, sie heisst
Indikatorvariable wenn es eine Menge A € A gibt, sodass

1 wennw€ A

X(@) = 1alw) ={ g beme 4 2.5)
fir alle w € Q gilt.

Beispiel 2.4 Wir betrachten Q = {1,2,3} und A = {0,Q, {1,2}, {3}}, sowie die folgenden
zwei Abbildungen: X,Y : Q — R, definiert durch X (1) = X(2) = 0,X(3) =1 und Y(1) =
1,Y(2) =2,Y(3) = 3. Dann ist X eine Zufallsvariable, Y jedoch nicht (warum 7).

Beispiel 2.5 Auch aus der Analysis bekannte ’komplizierte’, nicht-Riemann-integrierbare
Funktionen kénnen Zufallsvariable sein. Betrachten wir zum Beispiel © = [0, 1], A = B([0, 1]),
P = X\ und setzen Qy = Q N[0, 1] sowie X = 1gg. Dann ist X sogar eine Indikatorvariable
und wir erhalten fiir E(X)

EX)=0-P(X=0)4+1-P(X=1)=P(X=1)=XQp) =1-XQp) =1.

Wiére 1 nicht auch der intuitiv richtige Wert fiir f[o 1 Log (t)dt?
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Nachdem es geméafl Satz 2.2 reicht, Erzeuger zu betrachten, erhalten wir sofort folgendes
Resultat:

Folgerung 2.6 Fine Abbildung X : (2, A, P) — R ist eine Zufallsvariable genau dann wenn
fiir eines der in Lemma 1.14 erwihnten Mengensysteme & gilt, dass X Y(E) € A fiir jedes
Eef.

Bemerkung 2.7 Beachten Sie die Ahnlichkeit zwischen dem Begriff der stetigen Abbildung
(Urbild jeder offenen Menge ist offen) und dem Begriff der messbaren Abbildung (Urbild jeder
messbaren Menge ist messbar).

Lemma 2.8 Jede stetige Abbildung f : R* — R? ist Borel-messbar.

Beweis: Stetigkeit von f impliziert, dass das Urbild jeder offenen Menge offen ist, es gilt
also f~1(V) € B(R?) fiir jedes offene V' C R’. Anwendung von Satz 2.2 liefert sofort das
gewiinschte Resultat. l

Das folgende einfache Resultat werden wir im Folgenden hiufig verwenden:

Satz 2.9 Seien X1, Xo,... Xy Zufallsvariable auf (Q, A, P) und f : R* — R? B(RY) — B(R")-
messbar (kurz: Borel-messbar). Dann ist sowohl X = (X1, Xa,...,Xq) als auch f o X ein
Zufallsvektor.

Beweis: Gemifl Bemerkung 1.15 ist Z; ein Erzeuger von B(RY). Fiir X?Zl(ai, b;] gilt aber
offensichtlich

();d( (as, Z) ﬂX ((ai, b)) € A.

Anwendung von Satz 2.2 liefert also sofort die Messbarkeit von X. Um die zweite Aussage zu
beweisen, reicht es offensichtlich, zu zeigen, dass die Verkettung zweier messbarer Funktionen
g: (1, A1) = (Q2,Az) und f: (2, A2) — (3, A3) wieder messbar ist, was leicht zu zeigen
ist: Fiir C' € Az gilt

0g) ! =qw : w = 1w s g(w -1 _ =11
(fog) (O)={we: flgw) eC={we gw) ef ()} =g (fejC)),

also (fog) ™ H(C) e g (A) C A1 N

Nachdem, wie gesagt, jede stetige Abbildung f : R? — R Borel-messbar ist erhalten wir
insbesondere:

Beispiel 2.10 Seien X1, Xs,... Xy Zufallsvariable auf (2, A, P) und ai,as,...,aq € R.
Dann sind die folgenden Funktionen ebenfalls Zufallsvariable auf (2, A, P):

° Z?:lain
L4 min(Xl,...,Xd), maX(Xl,...,Xd)

d
e Hi:l Xi
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e Z?=1(Xi - ai)2

Frage 2.11 Gibt es iiberhaupt Abbildungen X : (2,4, P) — R, die keine Zufallsvariable
sind?

Satz 2.12 Jeder d-dimensionale Zufallsvektor X : (2, A, P) — (R% B(R%)) induziert durch
PX(B):=P(X }(B))=P{weQ: X(w) € B}) firBeBRY (2.6)

ein Wahrscheinlichkeitsmafi PX auf B(R?)). Wir nennen PX im Folgenden die Verteilung
von X und schreiben im Falle von PX = u auch X ~ p.

Beweis: Ubungsaufgabe

Definition 2.13 Fir jeden d-dimensionale Zufallsvektor X = (X1,...,X4) : (2,4, P) —
(R, B(RY)) heisst die Funktion Fx : R — [0, 1], definiert durch

Fy(z1,.. —P(ﬂX ((— ooa:l> (2.7)

Verteilungsfunktion von X.



Kapitel 3

Absolute stetige Verteilungen

In der Vorlesung Stochastische Modellbildung haben Sie neben zahlreichen diskreten Vertei-
lungen auch schon einige absolut stetige Verteilungen kennengelernt. Der folgende Abschnitt
listet einige absolut stetige Verteilungen auf und formuliert relevante Eigenschaften. Wir

starten mit der stetigen Gleichverteilung X ~ U(a,b): Setzen wir
f@) = gy (@)
x) = x
b —a [a7b]

dann gilt f : R — [0,00), [p f(z)dx =1, und, fiir [c,d] C [a, D]

PX(le,d]) :/ ! dx = f(x)dx.

fed) b =@ o]
Definition 3.1 Eine integrierbare! Funktion f: R™ — [0, 00) mit
flxy,ze,. .., zp)dxides, .. .dey, =1 (3.1)
Rm
heisst Wahrscheinlichkeitsdichte.

Jede Wahrscheinlichkeitsdichte induziert ein Wahrscheinlichkeitsmaf} - es gilt das folgende
Lemma:

Lemma 3.2 Sei f : R™ — [0,00) eine Wahrscheinlichkeitsdichte, dann ist durch

m

/,Lf(X(ai,bi]) :/ / / flzy,zo,. .. xp)deidey . . .dxy,  (3.2)
(an’ubm} (am—lybm—l] (alybl]

i=1

ein eindeutiges Wahrscheinlichkeitsmaf py auf (R™, B(R™)) bestimmdt.

707
rechnet man (mehr oder weniger) unschwer nach, dass

Beweis: Fiir paarweise disjunkte Rechtecke (X", (a? bn])neN mit (J;2, X2, (a?,b] € Iy

o

(U Ktatat) = S X atat) 53

neti=1

fintegrierbar steht hier fiir Lebesgue integrierbar (siche MaBtheorie/Analysis 3) und nicht fiir Riemann
integrierbar; es reicht aber im Folgenden, an das schon aus dem Studium bekannte Riemann Integral denken;
auch die erwidhnten wichtigen Verteilungen haben alle Riemann integrierbare Dichten.

14
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gilt. Unter Verwendung von Bemerkung 1.15 und Satz 1.11 folgt sofort das gewiinschte Re-
sultat.

Definition 3.3 Ein m-dimensionaler Zufallsvektor X auf (2, A, P) (bzw. seine Verteilung
PX) heisst absolut stetig wenn eine Wahrscheinlichkeitsdichte f : R™ — [0,00) existiert,
sodass PX = wy gilt. In diesem Fall schreiben wir kurz X ~ piy.

Bemerkung 3.4 (a) Fiir einen m-dimensionalen Zufallsvektor X mit X ~ py und B €
B(R™) gilt dann allgemein

PX(B)=P(X YB))=P{weQ: X(w) € B}) = /Bf(xl,rcg, o xp)dry - dag,. (3.4)

Fiir eine Zufallsvariable X mit X ~ p ergibt sich insbesondere fiir die Verteilungsfunktion
in

Px(a) = PX((~oca) = [ sty (3.5)
(—o0ya]

Den Begriff der absolut stetigen Funktion kennen Sie auch schon aus der Analysis. Insbe-
sondere ist fiir X ~ uy also F' absolut stetig im analytischen Sinne! und die Begriffsbildung
ist konsistent. Wir werden in den folgenden Abschnitten noch ndher auf Verteilungsfunk-
tionen (und deren Zusammenhang mit Wahrscheinlichkeitsmaflen) eingehen, begniigen uns
vorerst aber mit Gleichung (3.5) und bemerken nur, dass fiir 'gute’ Punkte die Gleichheit
F'(z) = f(x) gilt.

Beispiel 3.5 Wir betrachten die Funktion
f@(xl,xg) = (1 + 9(1 - 2£C1)(1 - 2%2))1[071]2(331,332)

fiir € [—1, 1]. Offensichtlich gilt fg(x1,z2) > 0 sowie fRQ fo(x1,xe)drdy = 1, fp ist also eine
Wahrscheinlichkeitsdichte fiir jedes 6 € [—1,1]. Im Folgenden sei X = (X1, X2) ~ py,.
(i) Wir berechnen die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses {X; < 1} ={w € Q: Xj(w) < 3}
PXi<3) = PHweQ: Xi(w)<i)=P{weQ: Xi(w) <3, Xo(w) €R})
= PH{weQ:X(w) e (—o0,i] xR}
—————

=:B

3.4
(:) /fg(l‘l,xg)daflde:/
B 72]

/ . / 1+60(1 —2x1)(1 — 222) drodry :/ . ldz1 = =
[0,5} [071} [077

2l

/fe x1, x2)dxodry

(ii) Wir berechnen die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses {X; < X?} und setzen dafiir
B = {(z1,22) € R? : 2 < 23}:

P(Xy < X12) = PH{weQ:Xs(w) < Xi(w)}) =P({weQ: X(w) € B})
/ fo(x1, x2)dr1das = 14601 — 2x1)(1 — 229) dxodx;
[0,1] J[0,22]
- 19
_ 330
fi.e. fiir jedes € > 0 existiert ein § > 0 sodass fiir paarweise disjunkte Intervalle (ai,b1), ..., (an,bs) mit

Z?:l bi —a; <0 gilt E?:l Fx(bz) — Fx(ai) < €.
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Frage 3.6 Gelte weiterhin (X, X2) ~ py, mit fy aus Beispiel 3.5.
(iii) Wie kénnen wir P(X; = X3) im Kopf berechnen?
(iv) Wie konnen wir P(X; < X»3) im Kopf berechnen?

Erwartungswert und Varianz haben Sie schon in der Vorlesung Stochastische Modellbildung
studiert - die folgenden Definitionen sind also nicht neu:

Definition 3.7 Sei X eine absolut stetige Zufallsvariable auf (2, A, P) mit Dichte f. Falls
f[o ooy Tf (¥)d < 00 oder f(_oo o |21 (z)dz < oo dann heisst die Grife

E(X) :/xf(;v)dx
R
der Erwartungswert von X.

Definition 3.8 Sei X eine absolut stetige Zufallsvariable auf (2, A, P) mit Dichte f. Falls
Jp 2% f(x)dz < oo dann heisst die Grife

V(X) = /R (x — E(X))%f (x)dx
die Varianz von X.

Beispiel 3.9 U(a,b) mit a < b ist, wie am Beginn dieses Abschnitts erwéhnt, absolut stetig

mit Dichte 1

b—a
Fiir X ~ U(a,b) erhalten wir unschwer (Ubungsaufgabe)

fa,b(x> = 1[11’17} (I’) (36)

N2
]E(X):a;b wnd vx = O 12“).

Beispiel 3.10 Die wohl wichtigste Verteilung (Stichwort: Zentraler Grenzwertsatz) ist die
eindimensionale Normalverteilung N (u,0?), die die folgende Dichte hat:

1 _ (:1:—;1,)2
uo2(T) = We 222 (peR,0>0) (3.7)

Fiir X ~ N (i, 0?) gilt (Ubungsaufgabe)

E(X)=p und VX =02
Weiters erfiillt die Normalverteilung folgende Transformationseigenschaft:

X~ N(po?) % ~ N(0,1) (3.9)

Im Folgenden bezeichnen wir, wie allgemein iiblich, die Verteilungsfunktion von N(0,1) mit
P, ie O(z) = f(—oo,:c] wo.1(t)dt.
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Beispiel 3.11 Offensichtlich ist fiir jedes § > 0 die Funktion fy, definiert durch

fg(x) = 96_(%1[0700) ($) (3.9)

eine Wahrscheinlichkeitsdichte. Die zugehorige Verteilung heisst Ezponentialverteilung, wir
schreiben X ~ £(0). Es lisst sich einfach nachrechnen, dass die Verteilungsfunktionen Fjp
gegeben ist durch Fy(z) = 1 — e~ und dass fiir Erwartungswert und Varianz von X ~ £(6)
gilt:
1 1

Satz 3.12 Sei X eine nichtnegative Zufallsvariable mit stetiger Verteilungsfunktion F(x) =
P(X < z). Dann ist X exponentialverteilt (i.e. 30 sodass X ~ E(6)) genau dann, wenn fiir
alle t,s > 0 die folgende Eigenschaft der Gedéchtnislosigkeit gilt! :

P(X >s+t)=P(X >s)P(X > 1) (3.10)

Beweis: Ubungsaufgabe

Beispiel 3.13 Die Funktion f, definiert durch

fu(z) = M(;)k/z_le_;l[gyoo)(x) (3.11)

ist fiir jedes k € N eine Wahrscheinlichkeitsdichte. Die zugehorige Verteilung heisst Chi-
quadratverteilung mit k Freiheitsgraden, wir schreiben X ~ x(k). Fiir Erwartungswert und
Varianz gilt

EX =k und VX =2k.

Die Chiquadratverteilung x(1) ergibt sich in natiirlicher Weise aus der Normalverteilung - es
gilt das folgende einfache Resultat:

Lemma 3.14 Ist X ~ N(0,1), dann gilt X? ~ x(1).

Beweis: Direktes Nachrechnen: Wir setzen Y = X2, dann gilt fiir festes z € [0, 00) offen-
sichtlich

Fy(z) = P(X* < 2) = P*([~Vz,Vz]) = 2(Vz) - 2(—Vz) = 22(Vz) — L.

Nachdem & stetig differenzierbar (sogar C'*°) ist, folgt durch Differentiation fiir z > 0

‘ -

1 1 _

VN

N8

Fy (@) = 20,1 (V)

B

Letzteres ist aber genau die Dichte von x(1). B

"Wir schreiben hier und im Folgenden kurz P(X > s) fiir P({w € Q : X (w) > s}) = P*([s,00))
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Beispiel 3.15 Die Funktion [, ,2, definiert durch

1 —(nz—p)?

l r)=——=—=€ 22 1 x 3.12

(@) = —— 09(®) (3.12)
ist eine Wahrscheinlichkeitsdichte fiir 4 € R und ¢ > 0. Die zugehorige Verteilung heisst Loga-
rithmische Normalverteilung, wir schreiben X ~ L(u,0?). Fiir Erwartungswert und Varianz
gilt

0_2
EX =% und VX = 2t (6‘72 —1).

Der Name Logarithmische Normalverteilung ist nicht zufillig gewéhlt - es gilt das folgende
einfache Resultat:

Lemma 3.16 X ~ L(u,0?) dann und nur dann wenn In(X) ~ N (u, 0?).
Beweis: Direktes Nachrechnen.

Beispiel 3.17 Die Funktion f, 3, definiert durch (B(c«, 3) bezeichnet die Betafunktion aus

der Analysis)
1

Foi®) = Bia )

ist eine Wahrscheinlichkeitsdichte fiir «, 5 > 0. Die zugehorige Verteilung heisst Betavertei-
lung, wir schreiben X ~ B(a, ). Fiir Erwartungswert und Varianz gilt

« B af
a+ und VA= (a+B+1)(a+p)?

21— 2) g (2) (3.13)

EX =
Wir schlieflen diesen Abschnitt mit dem folgenden niitzlichen Resultat im eindimensionalen
Fall.

Satz 3.18 (Transformationssatz fiir Dichten) Sei X eine absolut stetige Zufallsvariable
mit Dichte f und T : R — R stetig differenzierbar mit T' # 0 und gelte T(R) = (a,b)". Dann
ist Y :=T o X ebenfalls absolut stetig mit Dichte

T-1,
g(z) = M1<a,b><z>

Beweis: Direkte Folgerung aus der Kettenregel: Ist 1" strikt wachsend, dann gilt

P@oXS@:PMSTAQ:/ f(z)dz,

(=00, T~ 1x]

und Differentiation (Kettenregel) liefert das gewiinschte Resultat. Fiir T strikt fallend kann
analog vorgegangen werden.

tdas Intervall ist nicht notwendigerweise endlich



Kapitel 4

Verteilungsfunktionen

4.1 Eindimensionaler Fall

Wir beginnen mit dem eindimensionalen Fall, den Sie schon aus der Vorlesung Stochastische
Modellbildung kennen: Geméfl Definition 2.13 ist fiir jede Zufallsvariable X auf (£2,.A4, P)
die Verteilungsfunktion F : R — [0,1] definiert durch (fir p = PX schreiben wir auch
gelegentlich F), statt F'x):

Fx(z) = P¥*((—~00,2]) = P({w € Q: X(w) < 2}) (4.1)
Fx hat die folgenden Eigenschaften:

Lemma 4.1 Sei X eine Zufallsvariable auf (2, A, P). Dann hat die Verteilungsfunktion Fx
die folgenden FEigenschaften:

(F1) Fx ist monoton wachsend und rechtsstetig.
(F2) limy_,_oo Fx(x) =0, limy_oo Fix(x) = 1.
Beweis: Einfache Ubungsaufgabe.

Definition 4.2 F bezeichnet im Folgenden die Familie aller monoton wachsenden, rechts-
stetigen Funktionen F : R — [0,1], die lim,—,_o Fx(x) =0 und lim,_,o, Fx(z) = 1 erfiillen.

Fiir jede Wahrscheinlichkeitsverteilung g = PX auf (R, B(R)) gilt also Fx € F. Umgekehrt
gilt das folgende Resultat:

Lemma 4.3 Sei F' € F. Dann ist durch
ur((a,b]) = F(b) — F(a) (42)
ein eindeutiges Wahrscheinlichkeitsmaf auf (R, B(R)) definiert.

Beweis: Gemiiss Satz 1.11 reicht es, o-Additivitat auf Z; zu zeigen. Siehe Appendix.

Insgesamt erhalten wir folgendes Resultat:

Satz 4.4 Jede Verteilungsfunktion F : R — [0, 1] entspricht einem eindeutigen Wahrschein-
lichkeitsmafs auf (R, B(R)) und umgekehrt. Als Konsequenz daraus nennen wir F die Familie
aller (eindimensionalen) Verteilungsfunktionen und schreiben auch X ~ F'.

19
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Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit Wertebereich {aq, g, ...}. Dann existieren paarweise
disjunkte Menge A, Ag,... € A mit [J;2, A; = Q, sodass sich X in der Form

X(w) = ZailAi (w).

darstellen ldsst (warum?). Offensichtlich gilt X (w) < x genau dann, wenn w € A; fiir ein ¢
mit «; < z. Fiir die Verteilungsfunktion F'x ergibt sich damit unmittelbar

FX(:E):PX((—oo,x]):P< U Ai): Y PA) =Y P(A)L o (z).  (43)
i=1

it <x o<z

Wegen Fy(a;) — Fx(a;—)T = P(4;) = PX({a;}) ist also jedes o; mit PX({a;}) > 0 Sprung-
stelle von Fx. Wir nennen F' € F naheliegenderweise diskrete Verteilungsfunktion, wenn F
von der Form (4.3) ist.

Ist X hingegen absolut stetig, dann ist die Verteilungsfunktion F'x, wie im vorigen Abschnitt
erwahnt, sogar absolut stetig, also inbesondere stetig.

Ist jede Funktion aus F entweder von der Form (4.3) oder absolut stetig, oder eine Kom-
bination der beiden Typen? Die Antwort auf diese Frage ist 'nein’, i.e. es gibt Verteilungs-
funktionen, die weder diskret noch absolut stetig noch eine Kombination der beiden Typen
sind. Diese Funktionen F' tragen den Namen singuldre Verteilungsfunktionen und sind ins-
besondere vom analytischen (oder mafitheoretischen) Standpunkt, weniger aber vom rein
statistischen Standpunkt aus, interessant, da sie einerseits stetig sind, aber andererseits fast
iiberall! F’ = 0 gilt. Die wohl bekannteste singulire Verteilungsfunktion ist die Cantor Funk-
tion C (oft auch ’devil’s staircase’ genannt);

Beispiel 4.5 (Exkursion: Konstruktion der Cantorfunktion C.,) Wir betrachten Fy,
definiert durch
Fo:={Fe€F:F(0)=0,F(1) =1 und F stetig},

versehen mit der Maximumsmetrik do, (siehe Analysis), sowie die Abbildung ® : Fy — Fo,
definiert durch (eine Skizze fiir F(x) = x hilft):

1F(3z) fir z € [0, 1],
(®(F))(x) = p firee (g,
$+3F(Br—2) firaze (3,1

Wir zeigen nun, dass ein Cy, € Fy existiert, sodass fiir jedes F' € Fy
lim doo (P"F,Co) =0 (4.4)
n—oo

gilt, und beweisen dann, dass Cy singulér ist.

(Schritt 1): Aus der Analysis ist bekannt, dass (C([0,1]),d~) vollstiandig (also ein Banach-
raum) ist. Fop ist eine abgeschlossene Teilmenge von (C([0,1]), dx ), daher ist auch (Fo, doo)
vollstéindig. Unser Ziel ist es zu zeigen, dass ® eine Kontraktion auf (Fo,d) ist, und dann

Thy (a—) bezeichnet den linksseitigen Grenzwert von Fx an der Stelle a
im Sinne des Lebesgue’schen Mafles ), i.e. es existiert eine Menge A € B(R) mit A(A) = 0 sodass F’(z) = 0
fiir alle z € A°
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den Banach’schen Fixpunktsatz anzuwenden.
(Schritt 2): Seien F, G € Fy beliebig. Fiir « € [0, 1] gilt nach Konstruktion

[B(F) (@) ~ B(G)(o)] = |5 (30) - 56(30)] < 5 du(F.G)
Analog gilt fiir « € [3,1]
B(F)(z) — B(G)(z)] = ‘; + %F(Sx P % - %G(Bm - 2)‘ < %doo(F, Q).

Wegen ®(F) = ®(G) auf [3, 2] folgt also insgesamt doo ((F), ®(G)) < 3 doo(F, G). Nachdem
F und G beliebig waren, haben wir also gezeigt, dass ® eine Kontraktion auf (Fp, ds) (mit
Kontraktionsfaktor 3) ist.

(Schritt 3): Direkte Anwendung des Banach’schen Fixpunktsatzes liefert die Existenz einer
Verteilungsfunktion Cy, € Fy, fiir die Gleichung (4.4) gilt. Es bleibt daher nur noch die
Singularitéit von Cy zu beweisen. Bezeichnen wir die (schon in der Vorlesung erwihnte)
Cantor Menge mit C*, dann lasst sich leicht {iberpriifen, dass fiir jedes offene Intervall I aus
B :=10,1] \ C* die Funktion ®"(F') ab einem Index konstant ist, und zwar fiir jedes F' € Fy.
Dabher ist auch C, auf I konstant und es folgt C = 0 auf I. Da fiir jedes z € B ein offenes
Intervall I mit z € I C B existiert, folgt C’_(x) = 0 fiir jedes z € B. Wegen A\(C*) = 0 gilt
A(B) = 1 und die Konstruktion ist komplett.

Bemerkung 4.6 Die Cantorfunktion ist eine relativ ’brave’ singuldre Funktion in dem Sin-
ne, dass Cy, zumindest nicht strikt wachsend ist. Es konnen aber auch stetige Verteilungs-
funktionen F' mit F’ = 0 fast iiberall konstruiert werden, die sogar strikt wachsend sind.
Das wohl bekannteste Beispiel (1904) ist Minkowski’s Fragezeichenfunktion 7(x), die ihrer-
seits in engem Zusammenhang mit der Kettenbruchentwicklung reeller Zahlen steht. Generell
sind Ziffernentwicklungen und Fraktale zwei der Hauptwerkzeuge um singulidre Funktionen
zu konstruieren (aktives Forschungsgebiet, interessantes Thema fiir Bachelorarbeit).

Satz 4.7 (Zerlegungssatz) Jede Verteilungsfunktion F € F lisst sich schreiben als Kon-
verkombination einer diskreten, einer absolut stetigen und einer singuldren Verteilungsfunkti-
on, i.e. es existieren a,b, c € [0,1] mit a+b+c = 1 und eine diskrete Verteilungsfunktion Fgys,
eine absolut stetige Verteilungsfunktion Fuys und eine singuldre Verteilungsfunktion Fgng mit
F = aFys + bFqps + CFsing

Beweis: Ubersteigt leider den Rahmen dieser Vorlesung, siche Mafitheorie oder (2, 4, 5, 7].

Bemerkung 4.8 Um fiir eine gegebene Verteilungsfunktion F' € F festzustellen, ob sie
einen diskreten, absolut stetigen oder singuldren Anteil hat, ist es oft hilfreich, wiefolgt vor-
zugehen. (i) Alle Sprungstellen der Funktion und die entsprechenden Sprunghhen bestimmen
den diskreten Anteil - hat F' keine Unstetigkeitsstellen so hat F keinen diskreten Anteil (i.e.
a = 0 fiir a in Satz 4.7. (ii) Die Ableitung f von F’ (wo immer definiert und > 0) bestimmt
den absolut stetigen Anteil Fp;, und den Parameter b. Sind a, Fy;,, b, Fyps bekannt, kann ¢
und Fyipng direkt aus F' = aF;s + bF s + cFying berechnet werden.
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Fiir jedes sample x1, ..., x, ist die empirische Verteilung fi,, und die empirische Verteilungs-
funktion F,, definiert durch

n
fin(A) = %Z 1a(z;) fiir A € B(R) (4.5)
A 1 izl
Fo(w) = — ; 1 ooq(z) fiirz € R, (4.6)
Beachten Sie, dass dies genau der diskreten Gleichverteilung auf {zi,...,z,} entspricht.

Offensichtlich ist F}, eine diskrete Verteilungsfunktion.

4.2 Stichprobenerzeugung

Nicht nur fiir die Entwicklung und Validierung neuer Verfahren der schliefenden Statistik
sondern auch ganz allgemein zur Schirfung des statistischen Grundversténdnisses ist es essen-
tiell, Stichproben x4, ..., x, von Zufallsvariablen X ~ F' fiir beliebiges F' erzeugen zu kénnen.
Stichproben der géangigsten (diskreten oder absolut stetigen) Verteilung kénnen unschwer in
R erzeugt werden - in der Praxis treten jedoch auch andere Verteilungen, insbesondere Mi-
schungen diskreter und absolut stetiger Verteilungen auf. Im Folgenden iiberlegen wir uns
daher allgemein, wie Stichproben von Zufallsvariablen X ~ F' fiir beliebiges F' unter Zubhilfe-
nahme der uniformen Gleichverteilung ¢/(0, 1) erzeugt werden kénnen und starten mit einem
einfachen Beispiel:

Beispiel 4.9 Wir erzeugen Stichproben von X ~ A(0,1); wie in Kapitel 3 bezeichne ® die
Verteilungsfunktion von N'(0,1). Sei Z ~ U(0,1), dann erhalten wir fiir die Verteilungsfunk-
tion Fy von X = @ 1(Z) (warum ist X Zufallsvariable?).

Fx(x) = PX<z)=P(@ '(2)<2)=P{weQ: 2 (Z(w)) <z})
[ strikt;vachsend P({w c0: Z(w) < (I)($) }) —_ FZ((I)($)) — q)(x)
s

Nachdem z € R beliebig war, folgt sofort X ~ N(0,1). Stichproben z1,...,z, von X ~
N(0,1) kénnen also wiefolgt erzeugt werden:

(S1) Erzeuge eine Stichprobe z1,..., 2, von Z ~ U(0,1).
(S2) Betrachte 1 := @7 (z1),..., 2, = @7 1(2,)

Die in Beispiel 4.9 verwendete Idee kann sofort auf beliebige Félle X ~ F iibertragen werden,
in denen F' strikt wachsend ist. Verteilungsfunktion sind aber im Allgemeinen nicht streng
monoton wachsend - es ist daher notwendig, mit Quasiinversen (anstatt mit Inversen) zu
arbeiten:

Definition 4.10 Fiir jede Verteilungsfunktion F ist die Quasiinverse (oft auch Pseudo- oder
Linksinverse) F~ :[0,1] — R definiert durch (inf () := 0c)

F~(y) =inf{z e R: F(x) > y}. (4.7)
Der Wert F~(p) heifit p-Quantil von F, F~(0.5) heifst Median.
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Bemerkung 4.11 Falls F € F injektiv ist, dann gilt natiirlich F~ = F~!

Der folgende Satz fasst die wichtigsten Eigenschaften von F~ zusammen:

Satz 4.12 Seien F,G Verteilungsfunktionen und ihre Quasiinverse F~,G~ definiert durch
(4.7). Dann sind F~,G~ monoton wachsend und firy € (0,1) gelten die folgenden Aussagen:

1. F~(y) =min{z € R: F(x) > y}.

2. F~(y) <z dann und nur dann wenn y < F(x).

3. F~(F(z)) <z < F (F(x)+).

F(F~(y)—) <y < F(F (y)) [Fiir stetiges F gilt also F o F~(y) = y]/
F~ st linksstetig.

F-oFoF =F".

FoF oF=F.

SN I

(GoF)"=F oG .
9. Es gilt P(F"oFoX =X)=1.

Beweis: Monotonie von F'~, G~ folgt direkt aus der Definition, Rechtsstetigkeit von F' im-
pliziert Punkt 1. Die zweite Aussage lisst sich wie folgt zeigen: Ist F~(y) > z, dann muss
offensichtlich y > F(z) gelten. Umgekehrt folgt aus F(r) < y und Rechtsstetigkeit von F
unmittelbar z < F~(y). Der Beweis der restlichen Punkte ist eine Ubungsaufgabe. B

Die Wichtigkeit der Pseudoinversen fiir die Stichprobenerzeugung wird durch folgendes Re-
sultat unterstrichen:

Satz 4.13 Es gelten die folgenden beiden Aussagen:

1. Ist X ~ F und F € F stetig dann gilt FoX ~U(0,1). (FoX wird meist als probability
integral transform (PIT) bezeichnet)

2. Ist Z ~U(0,1) und F € F beliebig, dann folgt F~ o Z ~ F .

Beweis: Als monoton wachsende Funktion ist F' Borel messbar (Ubungsaufgabe) und Satz
2.9 impliziert, dass F' o X eine Zufallsvariable ist. Unter Verwendung von Satz 4.12 und der
Stetigkeit von F folgt fiir y € (0,1)

) 4.12(2) 4.12(4)

P(FoX<y) ="P(X<F (y)=P(X<F (y)=FoF (y) = u.

Wegen (02 (—00,y+ 1) = (—o0, y] und der Stetigkeit von WahrscheinlichkeitsmaBen (Lem-
ma 1.7) erhalten wir damit insgesamt

P(FoX <y) znli_EJ(r)loP(FoX<y+%):nli_)nolo(y%—%):y,

woraus die erste Aussage folgt.
Die zweite Aussage ist eine direkte Konsequenz von Punkt 2. in Satz 4.12:

P(F-oZ<z)=P(Z<F(z))=F(z) A
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Frage 4.14 Kann F o X ~ U(0, 1) auch fiir unstetiges F gelten?

Beispiel 4.15 Wir betrachten zur Veranschaulichung von F'~ das folgende sehr einfache
Beispiel (weitere Beispiele in den Ubungen). Sei p € (0,1) und die Verteilungsfunktion F,

definiert durch
0 firz<O

F(z)=< 1—p fiurzel0,1)
1 firx>1.

Dann ergibt sich fiir die Quasiinverse sofort

0 firye (0,1—p

F_(y):{ 1 firy e (1-p,1).

Fir Z ~ U(0,1) hat die Zufallsvariable F'~ o Z gemé&8 Satz 4.13 dann genau die Verteilungs-
funktion F'. Wie wiirden Sie Stichproben von X ~ F' ausgehend von Z ~ U(0, 1) ohne Satz
4.13 erzeugen?

Beispiel 4.16 Wir betrachten die Verteilungsfunktion F' der Cauchy Verteilung, definiert
durch

1 1
F(x) = 3 + —arctan(z), z€R. (4.8)
™
Offensichtlich ist F' stetig differenzierbar und wir erhalten als Dichte

1 1
14 a2

flz) = Fl(z) =

F' ist strikt monoton wachsend und wir erhalten fiir die Quasiinverse

F~(y) = F~'(y) = tan ((y - %)W) y€(0,1).

Als direkte Konsequenz von Satz 4.13 ist fiir Z ~ U(0,1) die Zufallsvariable F'~ o Z Cauchy-
verteilt. Beachten Sie, dass fiir eine Cauchyverteilte Zufallsvariable X der Erwartungswert
nicht existiert (warum 7).

Beispiel 4.17 Wir betrachten die Verteilungsfunktion F, g der Paretoverteilung (wir schrei-
ben P(a, 3)), definiert durch (o, 8 > 0)

Fy () = (1 _ (a)ﬁ) 100y (). (4.9)

xT

Offensichtlich ist F' stetig differenzierbar und wir erhalten als Dichte

/ alB
f(%) =F (x) = Bwl(a,oo)(m)

F' ist strikt monoton wachsend und wir erhalten fiir die Quasiinverse

F(y)=F'(y)=all—y)"7 ye (1)

Als direkte Konsequenz von Satz 4.13 ist fiir Z ~ U(0, 1) die Zufallsvariable F~oZ ~ P(a, ).
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4.3 Multivariate Verteilungsfunktionen

Wir beschrianken uns der Einfachheit halber auf den zweidimensionalen Fall und beginnen
analog zum vorigen Abschnitt mit dem folgenden Lemma:

Lemma 4.18 Sei X = (X1, X2) ein 2-dimensionaler Zufallsvektor auf (2, A, P). Dann hat
die Verteilungsfunktion (siehe Gleichung 2.7) Fx : R? — [0,1], definiert durch

Fx(x1,22) = P(X1 < w1, X2 < 29)
die folgenden FEigenschaften:

(F1) Fx ist rechtsstetig, i.e. fiir monoton fallende Folgen (x7)nen, (245)nen mit Grenzwert
x1 bzw. xo gilt lim, o Fx (2}, 25) = Fx(z1,x2).

(F2) limg, oo Fx(21,22) = 0 = limg, oo Fix (21, 22); My, 4000 Fx(21,22) = 1.
(F3) Fir Invervalle (ay, asl, (b1, be] gilt
Fx(az,b2) — Fx(a1,b2) — Fx(az,b1) + Fx(a1,b1) > 0.

Beweis: Direktes Nachrechnen, Ubungsaufgabe.

Definition 4.19 F» bezeichnet im Folgenden die Menge aller Funktionen F : R? — [0,1],
die die Punkte (F1),(F2),(F3) aus Lemma 4.18 erfiillen.

Lemma 4.20 Sei F' € F5. Dann ist durch
pr((ar, az] x (b1, b2])) := F(az, ba) — F(a1,b2) — F(az,b1) + F(a1,b1)
ein eindeutiges Wahrscheinlichkeitsmaf auf B(R?) definiert.

Beweis: Analog dem Beweis von Lemma 4.3.

Satz 4.21 Jede Verteilungsfunktion F : R? — [0,1] entspricht einem eindeutigen Wahr-
scheinlichkeitsmaf auf (R%, B(R?)) und umgekehrt. Als Konsequenz daraus nennen wir Fo
die Familie aller zweidimensionalen Verteilungsfunktionen.

Bemerkung 4.22 Im Folgenden werden wir (um die Notation moglichst einfach zu halten)
2-dimensionale Verteilungsfunktionen auch oft mit H bezeichnen.

Beispiel 4.23 Wir betrachten F,G € F und definieren
Hy(z,y) = min{F(z),G(y)}, Ha(z,y)=F(z)G(y).

Dann rechnet man unschwer nach, dass sowohl H;j als auch Hs zweidimensionale Verteilungs-
funktionen sind.

Bemerkung 4.24 Beachten Sie, dass fiir X = (X1, X2) ~ H, die Verteilungsfunktionen
F und G von X; und X, (die sogenannten Randverteilungen) direkt aus der gemeinsamen
Verteilungsfunktion H berechnet werden kénnen - es gilt ndmlich
Fz) = P(X<z)=lim P(X <z, Y <n)= lim H(z,n) =: H(x,o0)
n—oo

n—oo

Gly) = P(Y <y)= lim P(X <n,Y <y)= lim H(n,y) = H(c,y).

n—oo
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Frage 4.25 Wie vorhin gelte (X7, X3) ~ H. Offensichtlich kénnen F und G aus H berechnet
werden. Gilt dies auch umgekehrt?
Hinweis: Berechnen Sie fiir H1, H> in Beispiel 4.23 die Randverteilungen - was ist zu erkennen?

Beispiel 4.26 Gegeben ist die Funktion H(z,y) = (1 — e %)(1 — e~2Y). Dann ist H eine
2-dimensionale Verteilungsfunktion (warum?), die H(z,y) = 0 fiir min{z,y} < 0 erfiillt.
Zusétzlich ist H offensichtlich stetig. Wir berechnen P(Y < X)) fiir (X,Y’) ~ H und bestim-
men dafiir zuerst die Dichte f von (X,Y) fiir z,y > 0 mittels

82

= =2¢ Te W,
3xay(x,y) e e

f(z,y)

Insgesamt erhalten wir daher

fla,y) =271, o (@, y).

Offensichtlich ist f eine 2-dimensionale Wahrscheinlichkeitsdichte. Die gesuchte Wahrschein-
lichkeit kann daher sofort berechnet werden durch

P(Y < X) = P(X’Y)<{(x,y) €[0,00)2:y < x}) = /deAz
=:B
_ / F(t,$)AN(s)A(t) = ... = %
[0,00) J[0,z]

Beispiel 4.27 (Fortsetzung von Beispiel 4.26) Gelte wiederum (X,Y) ~ H mit H aus
Beispiel 4.26. Als néichstes berechnen wir die Verteilungsfunktionen F' von X3 und G von X,
mit Hilfe von Bemerkung 4.24: Fiir z < 0 gilt offensichtlich F'(z) = 0 und fiir x > 0 erhalten
wir

F(z)= lim H(z,n)=1—¢".

n—oo
Analog ergibt sich G(y) = 0 fiir y < 0 sowie

Gly) = lim Hiny) =1
fir y > 0. Mit anderen Worten: X ~ £(1) und Y ~ &(2). Zusétzlich gilt offensichtlich auf
ganz R? die Gleichheit H(x,y) = F(z)G(y), i.e. die gemeinsame Verteilungsfunktion ist das
Produkt der Randverteilungsfunktionen. Schreiben wir II(u,v) = wv fiir u,v € [0, 1], dann

gilt also
H(z,y) = II(F(z), G(y)) (4.10)

fiir alle z,y € R. Die Verteilungsfunktion H lésst sich also zerlegen in die Randverteilungen
F, G und eine 'Verkniipfung’ selbiger.

M. Frechét studierte Anfang der 1950er Jahre die Frage, wie, fiir Zufallsvariable X; und
Xo mit Verteilungsfunktion F' bzw. G alle Verteilungsfunktionen H des Vektors (X7, X2)
aussehen konnen. Zur Beantwortung dieser Frage fithrte A. Sklar 1959 den folgenden Begriff
ein:
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Definition 4.28 FEine Copula ist eine Funktion A : [0,1]? — [0,1] mit den folgenden Eigen-
schaften:

1. Vx €[0,1]: A(z,1) = A(l,z) =z, A(x,0) = A(0,z) = 0.
2. Fir0<z;i <ao<1lund0<y; <y <1 gilt
A(w2,y2) — A(w1,2) — A(22,51) + A(21,91) = 0. (4.11)
C bezeichnet im Folgenden die Familie aller Copulas.
Beispiel 4.29 Die folgenden Funktionen sind Copulas (direkt nachzurechnen):
M(z,y) = min{z,y}, (z,y) =2y, W(z,y)=max{z+y—1,0}
Lemma 4.30 Jede Copula A hat die folgenden Figenschaften:
1. A ist monoton wachsend in jeder Koordinate.
2. Fiir x1,x2,y1,y2 € [0,1] gilt
|A(z2,y2) — A(z1,91)| < |22 — 1] + |y2 — 01 (4.12)

Beweis: Beide Aussagen folgen aus der Eigenschaft (4.11): Betrachten wir zum Beispiel
x1 = 0, dann folgt wegen

0 < A(wa,y2) — A(0,2) — A(z2,y1) + A0, 1) = A(z2,y2) — A(x2,91)

unmittelbar die Monotonie von A beziiglich der y-Koordinate. Monotonie beziiglich = folgt
analog. Betrachten wiederum Eigenschaft (4.11) fiir 2 = 21 und z2 = 1 sowie y; < y2, dann
folgt sofort

A(L y?) - A(J}a y2) - A(L yl) + A(‘Ta yl) >0
und damit A(z,y2) — A(z,y1) < y2 — y1. Die Ungleichung A(z2,y) — A(x1,y) < x93 — x; fiir
x1 < zo und y € [0, 1] folgt analog. Anwendung der Dreiecksungleichung liefert insgesamt
(4.12). m

Satz 4.31 (Satz von Sklar) Gelte X = (X,Y) ~ H, sowie X ~ F und Y ~ G. Dann
existiert eine Copula A € C sodass fir alle x,y € R die folgende Gleichheit gilt:

H(z,y) = A(F(x),G(y)).

Falls F und G stetig sind, ist die Copula A eindeutig'.
Umgekehrt ist fiir jede Copula A € C und F,G € F die Funktion H(z,y) = A(F(z), G(y))
eine zweidimensionale Verteilungsfunktion.

Beweis: Entfillt (obwohl nicht schwierig) - freiwillige Ubungsaufgabe fiir Interessierte.

Gelte (X,Y) ~ H, X ~ F.Y ~ G und seien T, S strikt wachsende, stetige Abbildungen
auf R. Anhang von einfachen Beispielen iiberlegt man sich leicht, dass im Allgemeinen weder
X:=ToX ~FnochY :=S80Y ~ G oder (ToX,S0Y) ~ H gelten muss. Was sich jedoch
nicht dndert ist die zugrundeliegende Copula - es gilt folgender Satz:

"Wir nennen A dann die (X,Y) (bzw. die H) zugrundeliegende Copula
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Satz 4.32 (Transformationsinvarianz von Copulas) Gelte (X, Y)~H, X ~FY ~ G
und seinen F' und G stetig. Weiters seien T, S strikt wachsende, stetige Abbildungen auf R.
Dann ist die (X,Y) und die (T o X, S oY) zugrundeliegende Copula gleich.

Beweis: Ubungsaufgabe. Hinweis: Es geniigt, die Verteilungsfunktion von (5( ,37) sowie die
entsprechenden Randverteilungsfunktionen zu berechnen und dann einen Blick auf Satz 4.31
zu werfen.

Bemerkung 4.33 Copulas sind auch in der Praxis (insbesondere, aber nicht nur, im Fi-
nanzsektor, Stichwort Risk Management) sehr wichtig, da sich Abh#ngigkeiten von Zu-
fallsvariablen iiber Copulas vollstéindig modellieren und analysieren lassen — aktives For-
schungsgebiet mit vielen offenen Problemstellungen, siehe Copulas_Anwendungsbeispiel.pdf
auf www.trutschnig.net/courses.



Kapitel 5

Erwartungswerte

Wir haben bisher Erwartungswerte nur fiir diskrete und fiir absolut stetige Zufallsvariable
definiert und berechnet. Ziel dieses Abschnitts ist die Erweiterung des Begriffs des Erwar-
tungswerts auf beliebige Zufallsvariable!. Diese Erweiterung wird einerseits das 'Rechnen’
mit Erwartungswerten (und hoheren Momenten) erleichtern und andererseits sicherstellen,
dass alle in den folgenden Kapiteln verwendeten Konzepte wohlfundiert sind.

Wir starten mit einem ersten Resultat, das zeigt, dass Grenzwerte von Folgen von Zufalls-
variablen wieder Zufallsvariable sind und zeigen nachfolgend, dass beliebige Zufallsvariable
durch sehr einfache (schon bekannte) Zufallsvariable approximiert werden kénnen.

Satz 5.1 Seien X1, X9, X3,...(Q, A, P) — (R,B(R)) Zufallsvariable und die Funktionen
YV, X, X :Q — [~00,00] definiert durch

Y(w) = inf X;(w), Y(w):=supX;w)

X(w) = liminf X, (w) = sup inf Xj(w) (5.1)
n—00 neN k2n

X(w) = limsupX,(w) := inf sup Xj(w).
n—00 neN g>p

Falls Y nur endliche Werte annimmt, dann ist Y ebenfalls eine Zufallsvariable. Selbige Im-
plikation gilt fir Y, X und X.

Im Falle, dass die Folge (X, )nen(w) fir jedes w € Q gegen X (w) € R konvergiert, ist auch
der Grenzwert X eine Zufallsvariable.

Beweis: Falls Y (w) € R fiir jedes w € Q dann gilt fiir jedes b € R offensichtlich Y ! ((—o0, b)) =
oS, X, 1 ((—00,b)) € A. Anwendung von Lemma 1.14 liefert unmittelbar die Messbarkeit
von Y. Die Beweise fiir Y, X und X verlaufen vollkommen analog.

Falls nun (X,),eny punktweise gegen X konvergiert und X nur endliche Werte annimmt,
dann gilt offensichtlich X = limsup,, ,., X, = liminf,_,. X, woraus die Messbarkeit von
X unmittelbar folgt. B

Bemerkung 5.2 Um sich von der (inbesondere bei Grenziibergéingen relevanten) Endlich-
keitsbedingung zu l6sen werden in vielen Lehrbiichern oft direkt Zufallsvariable mit Werten

fOhne Verwendung der in der Analysis nicht behandelten Stieltjes Integrale.

29



KAPITEL 5. ERWARTUNGSWERTE 30

in R := [~00,00] betrachtet, i.e. Zufallsvariable, die auch die Werte {—o0,00} annehmen
konnen. Es ldsst sich unschwer nachweisen, dass B(R), definiert durch

B(R):={AUE:A€eBR),E C {—o0,00}}

wieder eine o-Algebra ist. Messbarkeit einer Abbildung X : (€2, A, P) — (R, B(R)) ist dann
in gewohnter Weise definiert, i.e. fiir jedes B € B(R) muss X !(B) € A gelten. Wir werden
in der Folge die Fille R und R nicht explizit unterschieden (da die Resultate, insbesondere
Satz 5.1, auch fiir den groBeren Messraum (R, B(R)) gelten) und der Einfachheit halber in
beiden Fillen nur von "Zufallsvariablen’ sprechen.

Konsistenterweise wird meist auch lim, ,. £, = oo geschrieben falls fiir jedes M > 0 ein
Index ng = ng(e) existiert, sodass x,, > M fiir alle n > ny gilt.

Definition 5.3 FEine Zufallsvariable X : (2, A, P) — (R, B(R)) heisst einfach genau dann,
wenn paarweise verschiedene Werte aq, a, ..., ay € [0,00) und paarweise disjunkte Mengen
A, Ag, . Ay € Amit ] Ai = Q existieren, sodass

X(w) = Z il (w) (5.2)

fir alle w € Q gilt. Die Familie aller einfachen Zufallsvariablen wird im Folgenden mit

S =85(Q, A) bezeichnet.

Einfache Zufallsvariable sind also inbesondere diskret und nicht-negativ.

Bemerkung 5.4 Sie wissen schon aus der Vorlesung ’Stochastische Modellbildung’, dass
fiir Zufallsvariable in der Form (5.2) der Erwartungswert (wir schreiben EX oder E(X))
definiert ist durch

n n
EX =3 PX({aih) = 3 i P(Ay) = / X (w) dP(w). (5.3)
i=1 i=1 Q
Damit ist der im Folgenden beschriebene Zugang (der Riickfithrung auf den diskreten Fall)

in keinster Weise iiberraschend.

Das folgende einfache Resultat hat weitreichende Konsequenzen und ist der Schliissel fiir die
Verallgemeinerung des Erwartungswerts von diskreten auf beliebige Zufallsvariable:

Satz 5.5 Sei X eine nicht-negative Zufallsvariable auf (2, A, P). Dann existiert eine Folge
Xl,XQ,Xg, ... € S(Q,A) mat

(a) 0< X1 < Xo<--- <X und
(b) limy, 00 Xpn(w) = X (w) fiir jedes w € Q.

Mit anderen Worten: Jede nicht-negative Zufallsvariable ist der Grenzwert einer monoton
wachsenden Folge von einfachen Zufallsvariablen.
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Beweis: Fiir festes n € N seien die Mengen (Am);ﬁg definiert durch

4 ':{ X[, 55)) firie{0,...,n2" -1} (5.4)
e XY([n,00)) fiir i = n2". .
Die Messbarkeit von X impliziert A, ; € A fiir jedes i € {0,...,n2"}. Setzen wir also
n2"—1 .
Xp(w) =Y 2%1Am(w) +nla, (@) (5.5)
i=0

fir jedes n € N, dann gilt offensichtlich X,, € S(€2,.A4). Dass die Folge (X}, )neny Punkt (a) in
Satz 5.5 erfiillt, kann leicht nachgepriift werden. Zum Beweis von (b) betrachten wir ein be-
liebiges, aber festes wp € Q. Wegen X (wp) < oo existiert ein Index ng € N sodass X (wp) < n
und damit wg € Uzno_l Am fiir jedes n > ng. Auf jedem A, ; mit ¢ < n2" gilt aber nach
Konstruktion | X,, — X| < Qn, also insbesondere lim,,,~, X, (wp) = X (wp). A

Ausgehend von (5.3) und Satz 5.5 ist die folgende Definition naheliegend:

Definition 5.6 Sei X eine nicht-negative Zufallsvariable auf (Q,.A, P). Dann ist der Er-
wartungswert EX von X definiert durch

EX := / XdP :=supE(X,) = lim E(X,) (5.6)
Q neN n—00
wobei X1, Xo, X3, ... eine (gemdfl Satz 5.5 existierende) monoton wachsende Folge einfacher

Zufallsvariable ist, die punktweise gegen X konvergiert.

Bemerkung 5.7 A priori ist nicht klar, ob der Erwartungswert gem#f8 Definition 5.6
wohldefiniert ist, d.h. ob bei Wahl einer anderen monoton wachsenden Folge einfacher Zu-
fallsvariable (X )nen, die punktweise gegen X konvergiert, auch tatséchlich sup, .y EX, =
sup,,cy EX,; gilt. Diese Gleichheit kann aber unschwer bewiesen werden und wir kénnen daher
alternativ den Erwartungswert auch schreiben als

EX:sup{EZ:ZES(Q,A) undogzgx}. (5.7)

Beispiel 5.8 Wir berechnen fiir X ~ ¢/(0,1) den Erwartungswert E(X) iiber die in Satz
5.5 verwendete Approximation (5.5) und erhalten (P(A, ;) = 0 fiir ¢ > 2")

n2"—-1 . 2n—-1 .
E(X)) = Y 57P(An) + nP(Aunn) = Y 22P(Any)
1=0 1=0
B Q"ZIZPX([Z )) lel_ QZIZ
L on on’ on Loonon  4n
1@2n -2
4n 2 ’

Damit folgt sofort das schon aus den vorigen Kapitel bekannte Resultat
1@2-12" 1
E(X) = lim E(X,) = lim 12t 1

n—00 n—o0 4N 2 9

Weitere Beispiele folgen in den Ubungen.
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Als letzter Schritt erweitern wir die Definition des Erwartungswerts auf allgemeine Zufalls-
variable. Jede Zufallsvariable X auf (2, A, P) kann als Differenz zweier nicht-negativer Zu-
fallsvariable geschrieben werden - setzen wir (Skizze!)

X1 (w) := max(X(w),0) und X (w) := max(—X(w),0) = —min(X (w), 0)

fiir jedes w € 2, dann sind X, X~ nicht-negative Zufallsvariable und es gilt X = X+ — X~
sowie | X| = X + X . Damit macht folgende Definition Sinn:

Definition 5.9 Sei X eine Zufallsvariable auf (2, A, P). Ist E(X) < 0o oder E(X ™) < oo
dann ist der Erwartungswert EX von X definiert durch

E(X) := /QXdP =E(XT) -E(X"). (5.8)

Wir nennen X integrierbar wenn E(X 1), E(X ™) < oo (oder, dquivalent dazu, wenn E(|X|) <
00).

Bemerkung 5.10 Alle bisher betrachteten Zufallsvariable X, mit Ausnahme Cauchy-ver-
teilter X, sind integrierbar. Weiters ist offensichtlich jede beschrinkte Zufallsvariable X (i.e.
| X| < M fiir ein M > 0) integrierbar.

Bemerkung 5.11 Fiir integrierbare X gilt wegen |[E(X1) —E(X )| < E(X1) + E(X ™)
auch
IE(X)| <E(|X]) < . (5.9)

Bemerkung 5.12 Es lisst sich unschwer zeigen, dass E(X) konsistent definiert ist, i.e. fiir
diskrete und absolut stetige Zufallsvariable ergeben sich die schon bekannten Ausdriicke (siehe
Ubungen). Weiters gilt im Falle einer absolut stetigen Zufallsvariable X mit Dichte f und
einer (messbaren) Funktion ® : R — R falls E(®(X)™") < oo oder E(®(X)™) < oo auch

Selbige Aussage gilt auch fiir absolut stetige Zufallsvektoren, i.e. falls (X7, ..., X,,) absolut
stetig mit Dichte f und ® : R™ — R eine messbare Funktion mit E(®(X1,..., X)) < oo
oder E(®(X1,...,X,,)") < oo, dann gilt auch

E(®(Xy,....,Xn)) = /m O(xr...,xm)f(x1,. .., Tm)dey ... dTpy,.

Beispiel 5.13 Sei X ~ U(a,b). Die Zufallsvariable Y = X? ist beschriinkt und damit inte-
grierbar. Wir berechnen E(X?):

1 1 b —a? b+ ab + a?
E(XX?) = [ a*——1 = / 2da = =
(X) /Ra: b—aq @ (z)dz b—a Jiay vd 3(b—a) 3

Der Erwartungswert ist linear und monoton - es gilt das folgende Resultat (vergleiche mit
dem diskreten Fall in der Vorlesung Stochastische Modellbildung):
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Satz 5.14 Seien X, Y integrierbare Zufallsvariable auf (2, A, P) und a,b € R. Dann ist auch
aX + bY eine integrierbare Zufallsvariable und es gilt

E(aX +bY) = aE(X) + bE(Y). (5.10)
Gilt weiters X <Y dann folgt E(X) < E(Y).

Beweis: (Schritt 1): Wir starten analog dem bisherigen Zugang und beweisen die Linearitét
zuerst fiir nicht-negative integrierbare Zufallsvariable X, Y und a,b € [0,00): Sei (X, )nen €ine
monoton wachsende Folge von einfachen Zufallsvariablen, die gegen X konvergiert. Dann ist
offensichtlich (a X;,)nen eine nicht-fallende Folge von einfachen Zufallsvariablen, die gegen a X
konvergiert. Da X nach Voraussetzung integrierbar ist und der Erwartungswert auf S(€, .A)
monoton ist erhalten wir damit unmittelbar
E(aX) = lim E(aX,) =a lim E(X,) = aE(X).
n—oo n—oo

Um E(X +Y) = E(X) + E(Y) zu zeigen gehen wir vollkommen analog vor und betrachten
wachsende Folgen (X,)nen, (Yn)nen einfacher Zufallsvariable die gegen X bzw. Y konvergie-

ren:
E(X +Y) = lim E(X, +Y,) = lim E(X,)+ lim E(Y;,) = E(X)+E(Y)
n—o0 n—00 n—o0

(Schritt 2): Als zweiten Schritt zeigen wir E(X +Y) = E(X) + E(Y) fiir integrierbare
Zufallsvariable X,Y . Setzen wir Z := X +Y, dann ist Z integrierbar und es gilt Z+ — 7~ =
Xt — X~ +Y*t —Y . Schritt 1 impliziert also

E(ZT)4+EX)+EY ) =EZ )+EX") +EY)

woraus sich unmittelbar E(Z) = E(X) + E(Y) ergibt.

(Schritt 3:) Zu zeigen, dass E(aX) = aE(X) fiir integrierbares X und a € R gilt, ist eine
einfache Ubungsaufgabe.

(Schritt 4:) Fiir nicht-negative Zufallsvariable X, Y mit X < Y folgt aus (5.7) sofort
E(X) <E(Y). Gilt nun X <Y fiir integrierbare Zufallsvariable X, Y, dann folgt offensicht-
lich (Skizze!) X < Y™ sowie X~ > Y, woraus sich mit dem Vorhergehenden unmittelbar

E(X)=EX" -EX ) <EY" -EY")=E(Y)
ergibt. B

Eine oft sehr niitzliche, alternative Berechnungsmoglichkeit von E(X), insbesondere fiir den
Fall nicht rein absolut stetiger oder rein diskreter Verteilungen, liefert das folgende Resultat:

Satz 5.15 Sei X integrierbare Zufallsvariable auf (2, A, P) mit Verteilungsfunktion F, dann
gilt:

]E(X):/(O )(I—F(t))dt—/ F(t)dt (5.11)

(_0070)

Beweis: Ubungsaufgabe

Erwartungswerte sind sehr flexibel gegeniiber Grenzwertbildung - im Appendix finden Sie
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drei standard Resultate, die vielseitig anwendbar sind und das 'Rechnen’ mit Erwartungs-
werten signifikant erleichtern.

In der Vorlesung Stochastische Modellbildung haben Sie schon die Varianz diskreter Zu-
fallsvariable betrachtet, in Definition 3.8 die Varianz fiir den absolut stetigen Fall. Mit Hilfe
des soeben einfiihrten allgemeinen Begriffs des Erwartungswerts definieren wir nun:

Definition 5.16 Sei X eine integrierbare Zufallsvariable auf (Q, A, P). Dann ist die Varianz
V(X) von X definiert durch

V(X) :=E(X - EX)® (5.12)
Die Grifle o := \/V(X) heisst Standardabweichung von X.

Nachdem V(X) als Erwartungswert der Zufallsvariable (X — E(X))? definiert ist, folgt mit
Hilfe von Bemerkung 5.12, dass sich fiir diskrete oder absolut stetige Zufallsvariable wieder die
schon bekannten Ausdriicke ergeben. Die Varianz kann auch fiir integrierbare Zufallsvariable
+o00 sein. Aufgrund der Linearitét des Erwartungswerts gilt fiir integrierbares X

V(X)=E(X - IEX)2 =E(X?) - 2E(XE(X)) + (E(X))? = E(X?) — (E(X))?, (5.13)
V(aX +b) = E(aX +b— aB(X) —b)* = a’E(X — E(X)) = a*V(X). (5.14)

Die Varianz ist ein Maf fiir die Variabilitdt - gilt zum Beispiel V(X) = 0, dann folgt die
Existenz einer Menge A € A mit P(A) = 1, auf der X konstant ist (Ubungsaufgabe).

Beispiel 5.17 Wir berechnen V(X) fiir X ~ U(a,b). Wegen X ~ U(a,b) genau dann wenn

Z = )lf:(f‘ ~ U(0,1), betrachten wir zuerst Z und erhalten

V(Z) = E(2) - (B(2))* =

W

Wegen X = a+ (b — a)Z ergibt sich unter Verwendung von (5.14) sofort V(X) = (bzg)z.

Definition 5.18 Fine Zufallsvariable X auf (2, A, P) heisst quadratisch integrierbar genau
dann wenn E(X?) < oo (i.e. wenn X? integrierbar ist).

Jede quadratisch integrierbare Zufallsvariable ist auch integrierbar und es gilt (siche Ubun-

gen)
1/2

E(X]) < (E(X2) (5.15)

Allgemein gilt die Holder’sche Ungleichung:

Satz 5.19 Seien XY Zufallsvariable auf (Q, A, P) und p,q € (1,00) kongjugiert (i.e. %—f—é =
1), dann gilt

E(XY]) < (B(IXP) (B(Y|7)"4 5.16

(IXY]) < (E(IXP) 7" (E(Y]9) (5.16)

Im Falle, dass die rechte Seite von (5.16) endlich ist gilt Gleichheit genau dann, wenn Kon-

stanten «, 8 > 0 (nicht beide gleich 0) und eine Menge A € A mit P(A) = 1 existieren,
sodass a| X |P(w) = B|Y|%(w) fir jedes w € A gilt.
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Beweis: erfolgt in wesentlich allgemeinerer Form in der Mafitheorie.

Der Erwartungswert minimiert den quadratischen Abstand - es gilt folgendes einfache Resul-
tat:

Satz 5.20 (Steiner’scher Verschiebungssatz) Sei X eine quadratisch integrierbare Zu-
fallsvariable auf (2, A, P), dann gilt:

E(X —a)?> =V(X)+ (EX —a)?
Insbesondere ist also E(X — a)? genau dann minimal wenn a = E(X).

Beweis: Unter Verwendung der Linearitéit des Erwartungswerts ergibt sich

E(X —a)® = E(X —a+EX —EX)’
= E(X -EX)?+E(a—EX)?+2E((X — EX)(EX — a))
= E(X —EX)?+E(a —EX)?>+2(EX —a) E(X — EX)
T
= V(X)+ (EX —a)?

Die behauptete Minimierungseigenschaft von E(X) folgt nun unmittelbar. H

Sei x1,...,x, eine Stichprobe der Zufallsvariable X. Dann sind Stichprobenmittel z,, und
Stichprobenvarianz s definiert durch

n n

Ta= =Y i, 82 =— 5w — 7). (5.17)

n 4 n—1~4%
i=1 1=1

Den Grund dafiir, in der Definition von s2 durch n — 1 und nicht durch n zu dividieren
werden wir spater noch genauer diskutieren - alternativ kann dem aber auch schon jetzt mit
Hilfe von Simulationen (siehe Ubungsaufgaben) vorgegriffen werden.

Frage 5.21 Beachten Sie, dass die Ausdriicke in (5.17) genau E(Z) und “=1V(Z) einer
speziellen diskreten Zufallsvariable Z entsprechen - welche Zufallsvariable ist dies?

Die Varianz einer Zufallsvariable kann auch zur Abschétzung der Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass | X — EX| > ¢ ist, verwendet werden:

Satz 5.22 (Tschebyscheff und Markov Ungleichung) Sei X eine quadratisch integrier-
bare Zufallsvariable auf (2, A, P), dann gilt fir jedes € > 0

V(X)
g2

P X —EX|>¢) < (5.18)
Allgemeiner gilt fir jede Zufallsvariable Y, jede (nicht notwendigerweise streng) monoton
wachsende Abbildung ¢ : [0,00) — [0,00) und jedes € > 0 mit () > 0

polY])

P(Y|>e) < E(@(g) . (5.19)
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Beweis: Wir beweisen zuerst die allgemeinere zweite Aussage und setzen Z := |Y'|. Fiir jedes
w € ) gilt offensichtlich

P(Z(w)) Z 9(Z(w)) Lp(e),00) (P(Z (W) Z @()1[e,00) (Z (W) = (€)1 21 (e ,00)) (@)

Unter Verwendung der Monotonie und Linearitdt des Erwartungswerts ergibt sich damit
sofort die gewiinschte Markov Ungleichung

E(po Z) > p(e)E(1z-1(jc,00)) = () P(Z > €).

Um die Tschebyscheff Ungleichung zu beweisen, setzen wir einfach ¢(t) = 2 und betrachten
die Zufallsvariable Y = X —EX. B

Seien X, Y quadratisch integrierbare Zufallsvariable auf (€2, .4, P). Dann gilt offensichtlich
V(X+Y) = E(X+Y -E(X+Y))’=E(X —EX +Y —EY))?
= V(X)+ V() +2E(X —EX)(Y —EY)).

Definition 5.23 Seien X,Y quadratisch integrierbare Zufallsvariable auf (Q, A, P). Dann
ist die Kovarianz von (X,Y’) definiert durch

Cou(X,Y) := E(X — EX)(Y — EY))
Im Falle von Cov(X,Y) = 0 nennen wir X,Y unkorreliert. Gilt weiters V(X),V(Y) > 0

dann heisst
Cov(X,Y)

)= AoV

Korrelationskoeffizient von (X,Y).

Definition 5.24 Wir sagen im Folgenden, eine Aussage/Figenschaft gilt P-fast sicher (und
schreiben [P]), genau dann wenn eine Menge A € A mit P(A) = 1 existiert, sodass die
Aussage/FEigenschaft fir jedes w € A gilt.

Beispiel 5.25 Wie in den Ubungen gezeigt gilt fiir jede quadratisch integrierbare Zufallsva-
riable X, dass V(X) = 0 genau dann wenn eine Konstante a € R existiert, sodass X = a [P].

p(X,Y) misst die lineare Abhingigkeit der Zufallsvariablen X,Y . Der folgende Satz fasst die
wichtigsten Eigenschaften von Kovarianz und Korrelationskoeffizienten zusammen:

Satz 5.26 Seien X,Y quadratisch integrierbare Zufallsvariable auf (2, A, P), dann gilt:
1. Cov(X,Y) =E(XY) - E(X)E(Y).
2. Im Falle V(X),V(Y) > 0 gilt p(X,Y) € [-1,1].
3. Falls p(X,Y) =1 dann ezistiert eine Konstante a > 0 sodass

Y —E(Y) = a(X — E(X)) [P].



