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[LVA 405.161 UE Statistik, Link zur Ankreuzliste siehe www.trutschnig.net/courses
mit * versehene Aufgaben sind freiwillig]

Übungsaufgabe 23 Ein Wahrscheinlichkeitsmass μ auf B([0, 1]2) heisst doppelt stochastisch
genau dann wenn für jedes E ∈ B([0, 1]) die folgende Gleichheit gilt:

μ(E × [0, 1]) = μ([0, 1]× E) = λ(E)

Beweisen Sie, dass durch A(x, y) = μ([0, x]× [0, y]) jeder Copula (siehe Definition 4.28) genau
ein doppelt stochastisches Mass (und umgekehrt) zugeordnet wird.

Übungsaufgabe 24 Seien (X,Y ) ein Zufallsvektor auf (Ω,A,P), es gelte (X,Y ) ∼ H mit
H stetig, weiters bezeichne F die Verteilungsfunktion von X, und G jene von Y . Beweisen
Sie von folgender Äquivalenz mindestens eine Richtung:

1. (X,Y ) hat Copula M .

2. Es existiert eine nicht-fallende Funktion T : R → R und eine Menge E ∈ A mit
P(E) = 1 und Y (ω) = T (X(ω)) für jedes ω ∈ E.

Übungsaufgabe 25 Eine messbare Abbildung h : [0, 1] → [0, 1] heisst λ-treu genau dann,
wenn λh = λ gilt†. Geben Sie vier verschiedene Beispiele für solche λ-treuen Transformationen
an und zeigen Sie, dass für beliebige λ-treue Abbildungen h, g : [0, 1] → [0, 1] die Funktion
A, definiert durch

A(x, y) = λ(h−1([0, x]) ∩ g−1([0, y]))

eine Copula ist.

Übungsaufgabe 26 Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F . Drücken Sie die
Verteilungsfunktionen FX+ und FX− von X+ und X− durch F aus. Drücken Sie weiters F|X|,
F−X und FX2 durch F aus und wählen Sie eine konkrete Zufallsvariable X, die positive und
negative Werte annehmen kann, und zeichnen Sie deren Verteilungsfunktion F = FX sowie
alle zuvor erwähnten Verteilungsfunktionen.

Übungsaufgabe 27 (Fortsetzung von Aufgabe 22) Wir betrachten abermals Σ2, den
Spezialfall mit p({0}) = p({1}) = 1

2 und das entsprechenden Wahrscheinlichkeitsmass Pp auf
B(Σ2). Weiters werfen wir eine faire Münze unendlich oft und bezeichnen mit X1, X2, . . . ∈
{0, 1} die erhaltenen Resultate (codiert mit 0/1).
(i) Überlegen Sie Sich, wie Pp mit der Folge (Xn)n∈N (bzw. mit deren Verteilung) zusam-
menhängt.
(ii) Wir definieren die zwei Abbildungen f1, f2 : [0, 1] → [0, 1] durch f1(x) =

x
2 , f2(x) =

x
2 +

1
2

und setzen für k ∈ Σ2 und n ∈ N

Ik,n := fk1 ◦ fk2 ◦ · · · ◦ fkn([0, 1]).
Berechnen Sie λ(Ik,n) und Pp(E) mit E = {l ∈ Σ2 : li = ki für jedes i ≤ n}. Was fällt auf?

†i.e. λ(h−1(E)) = λ(E) für jedes E ∈ B([0, 1])


