
7. Übung am 01. Dezember 2025

[LVA 405.161 UE Statistik, Link zur Ankreuzliste siehe www.trutschnig.net/courses
mit * versehene Aufgaben sind freiwillig]

Übungsaufgabe 32 (Aufwärmübung) Zeigen Sie, dass es Zufallsvariable X und Werte
ε > 0 gibt, für die die Tschebyscheff Ungleichung zur Gleichung wird.

Übungsaufgabe 33 Sei (X,Y ) absolut stetig mit Wahrscheinlichkeitsdichte (stetige Gleich-
verteilung auf Q)

f(x, y) = 2 · 1Q(x, y) wobei Q :=

[
0,

1

2

]2
∪
(
1

2
, 1

]2
.

Berechnen Sie die Verteilungsfunktion F von X und G von Y sowie E(X) und E(Y ). Sind
X und Y unkorreliert?

Übungsaufgabe 34 Verallgemeinern Sie Beispiel 5.33 im folgenden Sinne: zeigen Sie die
Existenz unendlich vieler λ-treuer Transformationen T mit ρ(X,T (X)) = 0.

Übungsaufgabe 35 (R) Visualisieren Sie das WLLN mit Hilfe von Simulationen in R und
gehen Sie dafür wiefolgt vor: Betrachten Sie n = 1000 und ε = 1

10 und wählen Sie eine feste
quadratische integrierbaren Zufallsvariable X. Generieren Sie R = 1000 Mal Stichproben
X1, X2, . . . , Xn von X, setzen Sie hj = 1 genau dann, wenn |Xn − E(X)| < ε und hj = 0
sonst. Berechnen Sie dann†

hR :=
1

R

R∑
j=1

hj

und plotten Sie ein Histogramm der Mittelwerte X
1
n, . . . , X

R
n zusammen mit dem Intervall

[E(X)− ε,E(X) + ε]. Wiederholen Sie Ihr Experiment für größeres und kleineres n.

Übungsaufgabe 36 (Angabe länger als Lösung) Beweisen Sie den Weierstrass’schen
Approximationssatz† elegant und einfach mit Hilfe des in der Vorlesung bewiesenen Schwa-
chen Gesetzes der Großen Zahlen in 5 Schritten:

1. f : [0, 1]→ R sei stetig, ‖f‖∞ := max{|f(x)| : x ∈ [0, 1]} bezeichne sie Maximumsnorm.
Rufen Sie sich in Erinnerung, dass dann f sogar gleichmäßig stetig ist, i.e. für jedes
ε > 0 existiert ein (globales) δ > 0 sodass |f(x)− f(y)| < ε falls |x− y| < δ.

2. Für jedes n ∈ N ist das Bernstein Polynom Bnf an der Stelle x ∈ [0, 1] definiert durch

Bnf(x) =
n∑

k=0

f
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)(n
k

)
xk(1− x)n−k.

3. Sei nun p ∈ [0, 1] fest und (Xi)i∈N eine Folge unabhängiger, Bin(1, p)-verteilter Zufalls-
variable. Wir setzen Xn(ω) :=

1
n

∑n
i=1 Xi(ω) für jedes n ∈ N.

†als Approximation von P(|Xn − E(X)| < ε))
†Jede stetige Funktion auf einem Intervall [a, b] ist der gleichmäßige Grenzwert von Polynomen



4. Zeigen Sie

E
(
f ◦Xn

)
= Bnf(p) sowie |f(Xn)− f(p)| ≤ ε+ 2‖f‖∞ 1[δ,1]

(|Xn(ω)− p|).
5. Zeigen Sie mit Hilfe von Punkt 4 und der Tschebyscheff’schen Ungleichung

|Bnf(p)− f(p)| ≤ ε + 2‖f‖∞ p(1− p)

nδ2

und folgern Sie damit
lim
n→∞ ‖Bnf − f‖∞ = 0


