
11. Übung am 26. Jänner 2026

[LVA 405.161 UE Statistik, Link zur Ankreuzliste siehe www.trutschnig.net/courses
mit * versehene Aufgaben sind freiwillig]

Übungsaufgabe 53 Sei (Xn)n∈N eine i.i.d. Folge mit Verteilungsfunktion F , Fn bezeichne
die empirische Verteilungsfunktion gemäß Gleichung (7.3). Beweisen Sie (als Anwendung des
Zentralen Grenzwertsatzes) das folgende Resultat: Für jedes x ∈ R mit F (x) ∈ (0, 1) und
beliebiges z ∈ R gilt

lim
n→∞P

({
ω ∈ Ω :

√
n(Fn(x)(ω)− F (x)) ≤ z

})
= Φ

(
z√

F (x)(1− F (x))

)

Übungsaufgabe 54 Angenommen, (Xn)n∈N erfüllt die Voraussetzungen des Satzes vom
Iterierten Logarithmus (LIL). Beweisen Sie, dass dann mit Wahrscheinlichkeit 1

lim
n→∞Xn = E(X1)

gilt (mit anderen Worten: Beweisen Sie einen Spezialfall des SLLN unter Verwendung des
LIL).

Übungsaufgabe 55 Sei θ > 0 und X stetig gleichverteilt auf [0, θ]. Berechnen Sie die cha-
rakteristische Funktion ϕX von X und bestimmen Sie damit E(Xk) für jedes k ∈ N. Über-
prüfen Sie Ihr Ergebnis indem Sie E(Xk) mittels der klassischen Definition für absolut stetige
Zufallsvariable ausrechnen. Konvergiert für den Fall θ = 1 die Folge (Xk)k∈N - und wenn ja,
wogegen (und in welchem Sinne)?

Übungsaufgabe 56 Wir betrachten den Wahrscheinlichkeitsraum (diskrete Gleichvertei-
lung auf {0, 1, 2})

(Ω,A, P ) = ({0, 1}, p({0, 1, 2}), μ) μ({0}) = μ({1}) = μ({1}) = 1
3 .

Die Abbildung T : Ω → Ω sei definiert durch T (ω) = ω + 1 (mod 3)†. Für jedes n ∈ N und
ω ∈ Ω setzen wir Xn(ω) = Tn(ω) = T ◦ T ◦ . . . T (ω).

1. Zeigen Sie, dass alle Xn die selbe Verteilung haben.

2. Sind X1 und X2 unabhängig?

3. Berechnen Sie für jedes ω ∈ Ω

lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

Xi(ω).

4. In welchem Sinne konvergiert die Folge (Xn)n∈N?

†modulo 3, also bspweise 5 (mod3) = 2


